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1. はじめに 
 現在, 数値流体解析の分野では圧縮性流体の解析手
法は確立されつつあるが、現象の数値化や可視化, 手
法の検証を行う際には非圧縮性流体を仮定する事が
未だ主流である. 圧縮性流体には, 定式化が複雑であ
る事や変数が多い事など, 計算が困難になる様々な問
題が存在する事が原因であると考えられる. 本研究で
は, 微小ではあるが圧縮性を考慮しつつそれらの問題
を解決し, 非圧縮性流体での計算方法に近い計算が可
能である断熱状態を仮定した流体を用いる. 断熱状態
の流体における解析手法の検証は着手され始めてお
り, 大いに実用性が期待されるが, 今後も様々な視点
からの検証が必要である. そこで, Eular 型, Lagrange
型の断熱流れの解析を行い, 最適形状決定問題に取り
組む事で, 断熱流れが数値解析に大いに適用可能であ
ると示す事を目的とする. 最適形状決定問題など最適
制御理論は, 現象を目的の状態にする最適な制御量を
求めるものである. 本研究では, 物体表面に作用する
流速の和である流体力により定義される評価関数を
最小とする状態を最適な状態とし, それを満たす制御
量を求める. 数値解析例として, 衝撃波管による解析
手法の検証, 非粘性孤立波解析による孤立波伝播の確
認, 低レイノルズ数における物体の形状最適化を行い, 
本研究の有効性を検討する.  
2. 基礎方程式 
境界を有する 2次元空間領域Ωを定義する. 領域
内部は孤立波解析および衝撃波管解析では非粘性, 他
では粘性流体で満たされているものとする. 基礎方程
式には, 密度変化を考慮する質量保存則と運動量保存
則を用いる.  
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ここで iji τp,,uρ, はそれぞれ密度, 流速, 圧力, 粘性
応力である.  
状態方程式として, 領域内でエントロピーの変化量
がゼロであると仮定した上での密度と圧力の関係式
であるポアソンの式を適用する. 式中の 00 ρ,pγ, はそ
れぞれ比熱比, ある規準となる圧力と密度である. 
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3. 安定化手法の検証 
数値解析では移流項の卓越による計算の不安定性
を解消する為に, 様々な安定化手法が挙げられている
が, 本研究では手法の一つとして Tezduyar らが開発
した SUPG(Streamline-Upwind / Petrov-Galerkin)法[2]を
採用する. SUPG 法は流れの上流側に支配方程式を満
足する形で人工粘性を付加するものである. 時間方向
の離散化には, 時間増分量を大きく取ることが出来る
完全陰解法を適用し, 空間方向の離散化として流速と
密度の両方に線形一次補間を行う.  
検証は衝撃波管による圧力伝播問題により行った. 
下の図 1 は, 初期状態から圧力が伝播し, 元の状態に
戻った時点での圧力の状態を示している. 黒い□は初
期状態の圧力であり, 赤い線は最終状態での圧力の状
態である.  
 
     図 1 初期状態と最終状態 
図 1 から, 上下に等しく圧力が伝播している事が分か
る. 完全に初期状態と一致する結果は得られなかった
が, 圧力が乱れる事なく, 均等に伝播した事から十分
な結果が得られたと言える.  
 次に, 安定化項を付加しない場合と付加した場合の
計算結果を比較した. 以下の図 2 で黒い□が安定化を
行わない場合, 赤い線が SUPG 項を付加した場合であ
る.  
 
図 2 安定化項の有無による計算結果の比較 
安定化項を付加しない場合, 極端に不安定な計算結果
が得られる事に対し, SUPG 法を適用する事で先述の
通り, 安定した結果が得られた. 以上より, SUPG 法の
適用が有効であると示す事が出来た.  
4. 最適制御問題 
先に示した支配方程式と SUPG 法を用いて, 物体形
状の最適制御を行う. 物体表面に作用する流速の和で
ある, 流体力の最小化により物体の形状を最適化する. 
評価関数には流体力が直接的に用いられ, 抗力と揚力
の目的値をゼロとする. 評価関数 J は以下のように定
義される.  
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 ここで, αiβjQ は評価関数の増減量を調整する重みで
あり, ji FF  , や ji FF 
ˆ,ˆ は抗力や揚力の計算値と目的
値を意味する. 物体の体積を保存する拘束条件の下で
解析を行う事から, 抗力・揚力の計算値は目的値に一
致する事は無く, 評価関数がゼロに収束する事は有り
得ない.  
 最適制御理論において, 定義された評価関数が支配
方程式や拘束条件を満足しながら最小化される事で
最適解が得られる. 本研究で採用する随伴法では, ラ
グランジュ乗数法より随伴変数を用い, 評価関数から
拡張評価関数に展開する事で, 拘束条件無しの最小化
問題に置き換える事が出来る. 更に, 拡張評価関数の
第一変分をとり, 停留条件である 0* J を考慮する
事により, 随伴方程式, 境界条件, 終端条件, 勾配を
得る事が出来る.  
 以下に各式を示す.  
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ここで , は随伴変数である. また物体の表面座標の
移動量となる, 形状更新に用いられる勾配は以下のよ
うに表される.  
  kk GJgrad  *  
(11) 
 最小化手法として重み付き勾配法を適用した. 本手
法では拡張評価関数 *J にペナルティ項, 面積制約項
を付加する事で修正評価関数が得られる. 停留条件を
満足する事で, 以下の座標の更新値を得る為の式を得
る事が出来る.  
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(13) 
ここでは面積制約に用いられるパラメータであり, 
座標更新後面積と初期の面積が一致する場合, 値はゼ
ロ又は最適値をとる.  
 数値解析例として, 断熱状態を仮定した流体中に置
かれた物体の, 表面に働く流体力で構成される評価関
数を最小にするように形状の最適化を行った. 対象の
物体には直径Dの円柱を用い, 解析領域を図 3に示す
ような高さ D20 , 奥行 D30 のものとする. メッシュ
には図 4に示す総節点数 5336, 総要素数 10424のデロ
ーニ三角形分割が施されているものを適用した. 高レ
イノルズ数からの形状決定では物体後方にカルマン
渦が発生し, 解が安定しない事から, レイノルズ数は
それぞれ 100,40,1Re  で行い , 時間増分量は
001.0t とした. また, 境界条件には流入境界を一
様流, 両側の境界を slip 条件, 流出境界には無限遠方
を仮定した圧力一定条件を与えた. 物体表面の境界で
は流速をゼロとする. 
 
図 3 解析領域 
   
図 4 メッシュ 
 以下の図 5 は評価関数の時刻歴である. 各レイノル
ズ数 100,40,1Re  において, 評価関数の値はそれぞ
れ %1%,15%,40 減少し収束した. 40,1Re  におい
ては数字から分かるように大きな圧力軽減に成功し
たが. 100Re  における評価関数がほぼ変化しなか
った事から, これ以上はごく微小ずつの変化しかしな
いものと判断した.  
   
図 5 評価関数の時刻歴 
図 6 ~ 図 11 は各レイノルズ数における最終形状の
メッシュと圧力分布を示している. 1Re  の解析結
果は, Pironneauらが示したStokes近似の流れでの最
終形状と同等の結果が得られた. この事から, 最適制
御の手法やアルゴリズム, 解析方法が正しいと言える. 
40Re  では物体が抵抗を減らすように流れの方向
に伸び , 高圧力部が減少し , 低圧力部が増加した . 
1Re  と比較して物体に作用する低圧力部が大幅に
増加しているのは粘性項が卓越していくにつれて物
体にかかる流速が卓越するのを抑えるように物体形
状が更新されるからである. 100Re  の最終形状で
は初期形状と比較すると流れ方向に少し伸びた形状
となったが, レイノルズ数が高くなる事で移流項が卓
越し圧力分布が乱れた事を除き, 圧力分布に大きな変
化は見られなかった. しかし, 物体周りの低圧力部が
微小に増加している事から, 徐々にレイノルズ数を上
げる事による形状や圧力図の変化は微小であると考
えられる.  
    
図 6 最終形状(Re=1)     図 7 圧力分布(Re=1) 
   
図 8 最終形状(Re=40)    図 9 圧力分布(Re=40) 
    
図 10 最終形状(Re=100)   図 11 圧力分布(Re=100) 
 以下の図 12~図 14は各最終形状の流線図である. ま
た, 物体が中心線から流れ方向にどれ程伸びたかが分
かる. 全ての結果において物体後方にカルマン渦は発
生しておらず, 物体周りの流れは安定している.  
   
図 12 流線図(Re=1)      図 13 流線図(Re=40) 
 
図 14 流線図(Re=100) 
 
5. 孤立波伝播解析 
実問題を考慮し, 同式による孤立波伝播の解析を行
った. 解析は伝播してきた波が堤防を仮定した側面に
到達し, 波が上昇し終えるまでを行った. また, Eular
座標からLagrange座標で組む必要があり, 以下のよう
に支配方程式を変換した.  
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各変数は Lagrange 座標に変換したものであり, iF は
表面力である. 境界条件には水面に大気圧, その他の
境界には slip 条件を与えた. 図 15. 16 はメッシュと初
期条件であり, 初期条件には Laiton 法を用いた.  
 
図 15 メッシュ 
 
図 16 初期条件 
解析には, 現在の節点の流速を上流点の属する要
素で補間する特性法を適用し, 算出した流速を用い
て節点を移動する. 更に次の節点で新たに流速を算
出し, 前の流速と新たな流速を用いて前の節点を移
動し直す事で一つのリメッシュのサイクルとした.  
図 17 は孤立波が壁に到達し, 波が最も上昇した時の
ものである. 初期条件の波高より遥かに上昇する事が
確認出来た.  
 
図 17 メッシュ(壁面到達直後) 
 
6. まとめ 
本研究では断熱状態を仮定した流れにおける検証
や適用を行った. 安定化手法に SUPG 法を採用し, そ
の有用性を衝撃波管による圧力伝播により示した. 結
果, SUPG 項を加える場合と加えない場合で明確な変
化が見られ, 適用する事で非常に安定した結果が得ら
れる事が確認出来た . 最適制御手法の検証では , 
1Re  における Peronneouの結果と同等のものが得ら
れた事に加え, 各レイノルズ数では高圧力部の減少と
低圧力部の増加といった, 現象として満足できる結果
が得られた. また, 各流線図からそれぞれ流速が物体
に及ぼす影響が非常に小さくなっている事が分かる. 
孤立波解析では孤立波の正常な伝播が確認でき, 壁面
到達時の明らかな水位上昇も見て取れた.  
今後の展望としては, 孤立波解析における水深や波
高など, より現実性の高いものでの計算や, 壁面の最
適形状決定問題, また三次元への拡張が挙げられる.  
 
  参考文献 
[1] 中島修治, 効率的な気泡関数有限要素法による
圧縮性流れにおける形状決定問題, 中央大学大学院理
工学土木工学専攻博士論文 2008 
[2]  T.E.Tezduyar, M.Senga, Stabilization and 
Shock-Capturing Parameters in SUPG Formulation of 
Compressible Flows 
[3]  S.Nasu, K.Nojima, M.Kawahara, SUPG finite 
element method for adiabatic flows, Computers and 
Mathematics with Applications 66(2013)250-268 
[4]  H.Hirano, M.Kawahara, Two step explicit finite 
element method for high Reynolds number viscous fluid 
flow, Proc of JSCE 32,No.329,January 1983 
